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Aufgabe 8 : Bogoljubow-Transformation

Der effektive Hamilton Operator

H = ε a†a + ε b†b − ∆ba − ∆?a†b† (1)

enthält Fermionen in zwei Zuständen a und b, d.h. {a, b} = 0, {a†, a} = 1 usw. Er soll diagonali-
siert werden mit der unitären Transformation

α† = u?a† − vb und β† = u?b† + va (2)

(a) Auch α und β sollen Fermionen sein. Zeigen Sie, dass daraus |u|2 + |v|2 = 1 folgt.

(b) Um ihr Wissen über lineare Algebra zu benutzen, schreiben Sie den Hamiltonoperator in die
Matrixdarstellung

H = [a†, b] ·

[

ε −∆?

−∆ −ε

]

·

[

a
b†

]

+ const. (3)

um, und bestimmen Sie den konstanten Term.

(c) Diagonalisieren Sie den Hamiltonoperator, und finden Sie die normierte Eigenbasis.
Tips: Versuchen Sie u reell zu wählen, und definieren Sie gegebenenfalls ∆ = |∆| · eiφ.

Aufgabe 9 : Supraleitender Ring

Die Grundlage der Ginzburg-Landau Theorie besteht in der Annahme, dass ein supraleitendes
Konsendat mittels einer makroskopischen Wellenfunktion Ψ(~r) beschrieben werden kann. Be-
trachten wir einen dünnen supraleitenden Ring mit Radius r in einem magnetischen Vektorpo-
tential A = Aêφ. Die Wellenfunktion des Kondensates in Zylinerkoordinaten ist in diesem Fall
gegeben durch

Ψ(φ) = Ψ0 einφ, (4)

wobei Ψ0 (=Dichte des Kondensates) innerhalb des Ringes konstant ist, und ausserhalb des Ringes
verschwindet.

(a) Warum kann n nur die Werte n = 0,±1,±2.... annehmen?

(b) Berechnen Sie den supraleitenden Strom im Ring mittels
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ΨΨ†A (5)

(c) Die Wellenfunktion erfüllt die Schrödinger Gleichung
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Ausgehend von der Bedingung, dass das Konsensat immer den niedrigst möglichen Ener-
gieeigenzustand wählt, skizieren Sie n als Funktion des magnetischen Flusses Φ =

∫

Bda

durch den Ring. Tip: Satz von Stokes.



Aufgabe 10 : Ein Vortex im Supraleiter

Betrachten wir einen unendlich ausgedehnten Supraleiter mit der Wellenfunktion

Ψ(r, φ, z) = Ψ0 einφ, (7)

ohne äusseres magnetisches Feld.

(a) Warum kann die konstante Kondensatsdichte bei r = 0 eigentlich nicht stimmen?

(b) Berechnen und zeichnen die das Stromvektorfeld Js.

(c) Zeigen Sie, dass ausserhalb des Vortexkerns ∇× Js ∝ B = 0.

(d) Zeigen Sie unter Mithilfe des Satzes von Stokes, dass sich ein Magnetfeld B im Kern des
Vortex befindet.

(e) Verständnissfragen zu topologischen Defekten

(e.1) Überlegen Sie sich, dass ein n = 1 Vortex stabil ist, wenn es hinreichend viel Energie
kostet, die Dichte des supraleitenden Kondensates zu ändern.

(e.2) Zeigen Sie anhand des Stromvektorfeldes, dass sich zwei n = 1 Vortices zu einem n = 2
Vortex addieren können.

(e.3) Da ein n = 2 Vortex in zwei n = 1 Vortices zerfallen kann, warum sind nur n = 1
Vortices beobachtbar?


