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Aufgabe 1 : Der harmonische Oszillator (6 Punkte)
Der Oszillator ist beschrieben durch den Hamilton-Operator
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Zur Lösung dieses Hamiltonian definieren wir folgende Hilfs-Operatoren

â =
mωx̂+ ip̂√

2mω~
â† =

mωx̂− ip̂√
2mω~

(1)

(a) Der Kommutator ist definiert als [A,B] = AB−BA. Zeigen Sie die Vertauschungsrelationen

[â†, â†] = [â, â] = 0 und [â, â†] = 1. (2)

(b) Schreiben sie den Hamiltonoperator um in Ĥ = ~ω(N̂ +
1

2
) mit N̂ = â†â

(c) Überprüfen sie die Operatoridentitäten

[â, N̂ ] = â [N̂ , â†] = â† (3)

(d) Der Operator N̂ (und damit auch Ĥ) besitzt die Eigenvektoren |n〉, sodass N̂ |n〉 = n |n〉 mit
den Eigenwerten n = 0, 1, 2.... Folgern Sie aus Gleichung (3), dass

â|n〉 = c|n− 1〉 (4)

mit einer Konstanten c. Bestimmen sie diese Konstante mit Hilfe der Normierung der Eigen-
vektoren.

(e) Zeigen Sie analog â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉

Aufgabe 2 : Bosonisierung des Spins (6 Punkte)
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren â† und â erfüllen die bosonischen Vertauschungs-
relationen [â†, â†] = [â, â] = 0 und [â, â†] = 1.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Operatoren die Drehimpulsalgebra in der Form [L̂z, L̂±] =
±~L̂± und [L̂+, L̂−] = 2~L̂z erfüllen:

L̂z = ~(`− â†â) L̂+ = ~

√

2`− â†â · â L̂− = ~â†
√

2`− â†â (5)

(b) Berechnen Sie L̂2, und interpretieren sie die Variable `

(c) Physikalischer Kontext: Angenommen, man würde so einen Ferromagneten als großen
Spin beschreiben. Welche Quasiteilchen würden von den Operatoren a und a† er-
zeugt/vernichtet? Erhöhen oder verringern diese Quasiteilchen die Magnetisierung?

Anmerkung: Diese Darstellung der Drehimpulsoperatoren geht auf T. Holstein und H. Primakoff
zurück, zu finden in Phys. Rev. 58 1098 (1940).



Aufgabe 3 : Fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (5 Punkte)
Ein antisymmetrisierter fermionischer Basiszustand lässt sich ausdrücken als

|n1, n2, . . .〉 = (ĉ†1)
n1(ĉ†2)

n2 . . . |0〉 ni ∈ {0, 1} ,

wobei das fermionische Vakuum |0〉 definiert ist durch ĉi|0〉 = 0∀ i, und die fermionischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die folgenden Antivertauschungsrelationen erfüllen

{ĉi, ĉ†j} = δi,j und {ĉi, ĉj} = {ĉ†i , ĉ
†
j} = 0 . (6)

(a) Folgern Sie zunächst aus den Vertauschungsrelationen, dass ni ∈ {0, 1}. Wie nennt man
diese Eigenschaft?

(b) Überprüfen Sie die folgenden Resultate:

ĉi|n1, n2, . . .〉 = (−1)Ziδni,1|n1, n2, . . . , ni − 1, . . .〉 ,
ĉ†i |n1, n2, . . .〉 = (−1)Ziδni,0|n1, n2, . . . , ni + 1, . . .〉

wobei Zi =
∑i−1

r=1 nr ist.

(c) Die fermionischen Anzahloperatoren sind gegeben durch N̂i = ĉ†i ĉi. Zeigen Sie durch die
Vertauschungsrelationen in Gleichung (6), dass

(c.1) N̂i|n1, n2, . . . , ni, . . .〉 = ni|n1, n2, . . . , ni, . . .〉
(c.2) [N̂i, ĉj ] = −ĉjδij und [N̂i, ĉ

†
j ] = +ĉ†jδij

(c.3) [N̂i, N̂j ] = 0 und N̂αN̂α = N̂α

Anmerkung: Der Antikommutator {A,B} = AB + BA wird in der Literatur auch manchmal in
Anlehnung an den Kommutator als [..., ...]+ geschrieben.

Aufgabe 4 : Fermionische Teilchenzahldarstellung eines Operators / einer Matrix (3 Punkte)
Für eine komplexe n× n Matrix t definieren wir

A(t) =

n
∑

α,β=1

ĉ†α tαβ ĉβ (7)

(a) Leiten Sie zuerst die Relation [X,Y Z] = {X,Y }Z − Y {X,Z} her.

(b) Zeigen Sie dann, dass [A(s), A(t)] = A([s, t])

(c) Benutzen Sie obrige Ergebnisse, um zu bestätigen, dass der Spin-1/2-Operator in Teilchen-
zahldarstellung

Ŝa =
~

2

∑

i,j

ĉ†iσ
a
i,j ĉj a ∈ {x, y, z} (8)

mit den Pauli-Matrizen σa, die Drehimpulsalgebra [Ŝa, Ŝb] = i~εabcŜc erfüllt. Der Wert des
Levi-Civita Symbols ist gegeben durch εxyz = +1 sowie für alle zyklischen Vertauschungen
der Indizes, und εzyx = −1 für alle antizyklischen Vertauschungen.
Tip: Sie können vorraussetzen, dass die Pauli-Matrizen selbst die Drehimpulsalgebra
erfüllen.


