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Aufgabe 1: Der harmonische Oszillator (6 Punkte)

Der Oszillator ist beschrieben durch den Hamilton-Operator

Zur Losung dieses Hamiltonian definieren wir folgende Hilfs-Operatoren
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(a) Der Kommutator ist definiert als [A4, B] = AB — BA. Zeigen Sie die Vertauschungsrelationen
[a',a'l=[a,a) =0 und [a,a'] = 1. )
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(b) Schreiben sie den Hamiltonoperator umin  H = hw(N + 5) mit N =afa

(c) Uberpriifen sie die Operatoridentititen

~ A

&, N]=a [N,af]=af (3)

(d) Der Operator N (und damit auch H) besitzt die Eigenvektoren |n), sodass N|n) = n |n) mit
den Eigenwerten n = 0,1, 2.... Folgern Sie aus Gleichung (3), dass

aln) = cjn — 1) 4)

mit einer Konstanten c. Bestimmen sie diese Konstante mit Hilfe der Normierung der Eigen-
vektoren.

(e) Zeigen Sie analog af|n) = vn + 1jn +1)

Aufgabe 2: Bosonisierung des Spins (6 Punkte)
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a' und a erfiillen die bosonischen Vertauschungs-
relationen [af,a'] = [a,a] = 0 und [a,af] = 1.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Operatoren die Drehimpulsalgebra in der Form [L.,Li] =
+hLy und [L4, L_] = 2hL, erfullen:

L.=hn(t—d'a) Lo=hnv20—ata-a L_=nalV20—-ata (5)

(b) Berechnen Sie L2, und interpretieren sie die Variable ¢

(c) Physikalischer Kontext: Angenommen, man wiirde so einen Ferromagneten als grofien
Spin beschreiben. Welche Quasiteilchen wiirden von den Operatoren a und a' er-
zeugt/vernichtet? Erhohen oder verringern diese Quasiteilchen die Magnetisierung?

Anmerkung: Diese Darstellung der Drehimpulsoperatoren geht auf T. Holstein und H. Primakoff
zuriick, zu finden in Phys. Rev. 58 1098 (1940).



Aufgabe 3: Fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (5 Punkte)
Ein antisymmetrisierter fermionischer Basiszustand ldsst sich ausdriicken als

In1,na,...) = (E)™E)m...10) n;e{0,1},
wobei das fermionische Vakuum |0) definiert ist durch ¢;/0) = 0V 4, und die fermionischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die folgenden Antivertauschungsrelationen erfiillen
{cza ]} - 57] und {chj} - {637?} = 0. (6)

(a) Folgern Sie zundchst aus den Vertauschungsrelationen, dass n; € {0,1}. Wie nennt man
diese Eigenschaft?

(b) Uberpriifen Sie die folgenden Resultate:

éi|n1,n2,...> = (—I)Zi5m71|n1,n2,...,ni—1,...),

ég|n1,n2, .. > = (—I)Zi5m70|n1,n2, oo,n;+ 1, >

wobei Z; = 3.'_! n, ist.

(c) Die fermionischen Anzahloperatoren sind gegeben durch N; = éjéz Zeigen Sie durch die
Vertauschungsrelationen in Gleichung (6), dass

(c.1) N‘|n1,n2, e My = NN, MY, Ty )

(c2) [N;é]=—-¢;8;  und [N, ¢l = +clo

(c3) [N,N;J=0 und N,N, =N,
Anmerkung: Der Antikommutator {A, B} = AB + BA wird in der Literatur auch manchmal in
Anlehnung an den Kommutator als [..., ...]+ geschrieben.
Aufgabe 4 : Fermionische Teilchenzahldarstellung eines Operators / einer Matrix (3 Punkte)

Fiir eine komplexe n x n Matrix ¢ definieren wir
Aty = ) éltapéy @)
a,f=1
(a) Leiten Sie zuerst die Relation [X,Y 7] ={X,Y}Z — Y{X, Z} her.
(b) Zeigen Sie dann, dass [A(s), A(t)] = A([s,t])

(c) Benutzen Sie obrige Ergebnisse, um zu bestétigen, dass der Spin-1/2-Operator in Teilchen-
zahldarstellung

:_ZAI ;sz] CLG{IE,y,Z} (8)

mit den Pauli-Matrizen ¢, die Drehimpulsalgebra [Sa,Sy] = ihe?cS, erfiillt. Der Wert des
Levi-Civita Symbols ist gegeben durch ¥ = 41 sowie fiir alle zyklischen Vertauschungen
der Indizes, und €*¥* = —1 fiir alle antizyklischen Vertauschungen.

Tip: Sie konnen vorraussetzen, dass die Pauli-Matrizen selbst die Drehimpulsalgebra
erfiillen.



