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Aufgabe 11: Diagonalisierung eines Hamiltonians (8 Punkte)

Der effektive Hamilton-Operator
H=ca'a+eb'b— A*ba — Ada'bl (1)

enthilt Fermionen in zwei Zustinden/Moden a und b, d.h. {a,b} = 0, {a',a} = 1 usw. Er soll im
folgenden diagonalisiert werden.

(a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator in die Matrixdarstellung

H =l [ -, —_ﬂ.m+const. @

um, und bestimmen Sie den konstanten Term.

(b) Die Transformation

v*u

[;r]:[u _f][;] oder a=ua—vbl und B =ub +0v*a 3)

verkniipft die Fermion-Operatoren a(f) und bf) mit neuen Operatoren a(f) und (). Wenn
diese neuen Operatoren auch Fermionen beschreiben sollen, warum folgt daraus die Bedin-
gung |u|* + [v]* = 1?

(c) Wie sieht die inverse Transformationsmatrix aus?

(d) Diagonalisieren Sie den Hamiltonoperator, finden Sie die Eigenwerte und die (komplexen)
Koeffizienten u und v. Tips: Versuchen Sie u reell zu wahlen, und definieren Sie gegebenen-
falls A = |A| - €.

(e) Zeigen Sie, dass der diagonalisierte Hamiltonoperator gegeben ist durch

H=/e?+|A)? (oﬁa + 418+ const) (4)

bitte wenden



Aufgabe 12: Mean-Field Theorie der Supraleitung (4 Punkte)
Ein BCS-Supraleiter ist beschrieben durch den Hamiltonian

H = Z Ekchcko + Z VkchTCile—llclT 5)
ko kl

Zur Vereinfachung des Problems erwartet man, dass der Eigenwert der Operatoren C ,Tc = CLT o k|

und Cy = c_g|cky nahe am thermodynamischen Erwartungswert liegt. Deshalb ersetzt man im
Welchselwirkungsteil in Gleichung 5 die Operatoren durch deren Mittelwert (C ,1) und (Cy) plus
die Fluktuationen um den Mittelwert 6C, = Cf — (Ck) und 60,1 = C’,Tc - (C’,L)

(a) Zeigen Sie, dass die Operatoren C I und C}, fiir kleine Teilchendichten einen bosonischen
& P k
Charakter erhalten.

(b) Entwickeln Sie den Hamiltonian in Gleichung 5 bis zur ersten Ordnung in den Fluktuationen

60,9). Uberpriifen Sie, dass der daraus entstehende “mean-field”-Hamiltonian gegeben ist
durch

Hpt = Z EkcLocko - Z [ AkcLTCEkl + ARC_k|Ck ] : 6)
k,o k

plus einen konstanten Term. Bestimmen Sie Ag. Tip: Aus H = H' folgt Vi, = Vi

Aufgabe 13 : Bogoliubov-Transformation in der Supraleitung (8 Punkte)
Der in der vorherigen Aufgabe berechnete “mean-field”-Hamiltonian kann diagonalisiert werden
zu

Hging = Z Exvboveo + Exvhyver + ek — B mit  Ep = \/ef, + |Ag|? (7)

k

(a) Uberprﬁfen Sie, dass diese Diagonalisierung mit der Transformation
_ _ T d o, x .t * 8
Yk = Uk Ck] — Vk CLg| un V1 = Uk CLg) T Vg Chet (8)

mit den Koeffizienten uy = /(1 + ex/Ex)/2 und vy = e*\/(1 — €3/ E)/2 erreicht wurde,
wobei Ay, = |Ag|e?®. Im allgemeinen gilt ex, = ¢_.

(b) Die neuen fermionischen Operatoren 7y und ; beschrieben fermionische Anregungen des
Supraleiters, die Bogoliubons genannt werden. Was ist die minimal bendétigte Energie, um
eine solche Anregung im Supraleiter zu erzeugen?

(c) Beweisen Sie, dass der Zustand

lve) = H(uq + UqCLTCT_ql)|O> )

q

der Grundzustand des Systems ist, indem Sie zeigen, dass dieser Zustand keine Bogoliubon-
Anregungen enthallt, also yxo|t'c) = Yk1|tvg) = 0.



