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Aufgabe 21: Losung der Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen (8 Punkte)

Die Diracgleichung ist gegeben durch
(—ich@ +mc)h =0 (1)
Zur Losung der Diracgleichung wahlen wir fogenden Ansatz

V() = u.(k)e”™*® positive-Energie-Losungen 2)
VN @) = v (k)et™" negative-Energie-Losungen, mit £ = |E|/hic > 0 3)

wobei r € {1,2}, und hk = p = (E/c, p). Man konnte die Diracgleichung direkt angehen, was je-
doch im allgemeinen Fall mithsam ist. Eine technisch einfachere Moglichkeit, welche Eigenschaf-
ten der y-Matrizen, sowie die Dispersion E? = ¢2p? + m?c* geschickt ausnutzt, wird im folgenden
vorgestellt.

(a) Bestimmen Sie die Wellenfunktionen fiir ein ruhendes Teilchen. Wahlen Sie dabei die Spi-
noren u1(0) = (1,0,0,0)”, u2(0) = (0,1,0,0)7, v1(0) = (0,0,1,0)” und v, (0) = (0,0,0,1)7.

(b) Zeigen Sie, dass ¥ = k,k*, und damit (chf £ mc?)(chf Fmc?) =0

(c) Uberzeugen Sie sich, dass aus dem Ergebnis der Aufgabe 21(b) folgt, dass die Spinoren u, (k)
und v, (k) fiir endliche Impulse direkt gegeben sind durch

2 _ 2
ur(k) = W#ur(o% Ur(k) = wvr(o) (4)

mit einer noch zu bestimmenden Normierung N.

(d) Um Gleichung 4 auszuwerten, und explizit die 4er-Spinoren fiir endliche Impulse zu be-
stimmen, schreiben Sie die 4er-Spinoren als

1 (0) = ( X ) und ,(0) = ( y ) ©)

mit x; = (1,0)7, x5 = (0,1)7 und 0 = (0,0)7, und rechnen Sie so mit 2 x 2-Matrizen.
Verwenden Sie die Standartdarstellung der y-Matrizen, siehe vorheriges Ubungsblatt.

(e) Die Normierung soll so gewédhlt werden, dass die Spinoren u, (k) und v,(k) orthonormal
sind, also dass gilt

(ks (k) = 0rs, 0 (k)0s(k) = —0rss  r(K)vs(K) = 0. ©6)

Tip: Demonstrieren Sie dass u,(k) = ul(k)y° = 4, (0)(+chk + me)/N, sowie dass
1, (0)y'us(0) = 0, und analog fiir v, (k).



Aufgabe 22: nichtrelativistische Streuung an einer Potentialstufe (4 Punkte)
Betrachten Sie das eindimensionale Potential

0 firz<o0
V(z)—{ Vo fiir z>0 @)

(@) Von links laufe eine ebene Welle der Energie £ > Vj; > 0 ein. Berechnen Sie den einlaufen-
den (jin), transmittierten (j;) und reflektierten (j,) Strom, und demonstrieren Sie Stromer-
haltung.

(b) Was dndert sich fiir 0 < E < Vj ? Berechnen Sie wieder alle Strome.

Aufgabe 23: Streuung relativistischer Teilchen an einer Potentialstufe (8 Punkte)
Gegeben sei dieselbe Potentialstufe wie in der vorherigen Aufgabe. Die Wellenfunktion der ein-
laufenden (¢4, ), transmittierten (¢;) und reflektierten (1)) Welle seien nun aber keine Losungen
der Schrodingergleichung, sondern Losungen der Diracgleichung mit positiver Energie.

1 1 0
. 0 i 0 i 1
fiirz <0 : win _ 6+zkzz chk. T,Z)r = qe ik z bk + be tkzz 0 (8)
E+mc? E+me? +chk
0 0 E+mc?
1 0
. 0 . 1
furz > O . 1/)1; — C€+Zqzz cﬁqz _|_ deJrquZ 0 (9)
E—V,+mc? —chq
0 E—Vo+mc?

Der gemeinsame Phasenfaktor exp[—iEt/h| wurde schon absepariert.

(a) Die Diracgleichung ist eine Differentialgleichung ersten Grades. Welche Anschlussbedin-
gungen muss die Wellenfunktion daher erfiillen?

(b) Zeigen Sie, dass der Impuls g fiir ebene Wellen gegeben ist durch ¢, = £ /(E — 15)% — m2ct.

E+4+mc?

(c) Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b, ¢, d als Funktion des Ausdruckes r = Z_Z Fov et

(d) Argumentieren Sie mittels des Spinoperators ¥%, warum zwei der Koeffizienten verschwin-
den mussten.

(e) Welche Gestalt hat die Wellenfunktion v, fiir die Barrierehshen V) < E — mc?, E — mc? <
Vo < E+mc?,und E + mc? < Vy. Warum spricht man hier von einem (Klein-)Paradox?

(f) Ermitteln Sie die den Reflektionskoeffizienten aus R = |j,/jin| fiir die Falle V < E— me?,
E—mc? <Vy < E+mc? und E + mc? < V. Die Strome sind gegeben durch j; = 1;7°1;.

Je nach Losungsweg konnten folgende Relationen hilfreich sein.

()2 =1
YT = A0qte0



