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Aufgabe 46 : Potential aus Kraft (5 Punkte)
Berechnen Sie aus dem Kraftfeld F(r) das Potential V (r) durch das Linienintegral

V (R) = −
∫

R

a

dr · F(r) (1)

für

(a) F(r) = −kr

(b) F(r) = − k
r3 r.

Ausgangspunkt der Linienintegral-Formel ist die Relation F(r) = −∇V (r), die nur gilt, wenn

∇× F(r) = 0. (2)

Überprüfen Sie diese Voraussetzung in beiden obigen Fällen.
Ist das Potential eindeutig festgelegt?
Hinweis zu (b): Benutzen Sie für die Berechnung des Linienintegrals Kugelkoordinaten d.h. dr =
erdr + eφ rsin(θ)dφ + eθrdθ

Aufgabe 47 : Bezugssystem (8 Punkte)
Achtung: diese Aufgabe wurde am 8-2-2008 nachträglich angepasst wegen eine Korrektur zum
Skript!
Betrachten Sie ein Bezugssystem KS’, welches bezüglich eines Bezugssystems KS rotiert ist um
einen Winkel φ(t), wobei φ(t) eine beliebige Funktion der Zeit ist. Die Einheitsvektoren von KS’
sind also relativ zu den Einheitsvektoren von KS rotiert. Ein Raumpunkt wird in KS durch r be-
schrieben und bezüglich KS’ durch r′. Gegeben sei, dass gilt r′(t) = R(t)r(t), wobei

R(t) =





cos φ(t) −sin φ(t) 0
sin φ(t) cos φ(t) 0

0 0 1



 (3)

(a) Skizzieren Sie die gegebene Situation für den Fall, dass φ(t) monoton in der Zeit wächst.
Zeichnen Sie hierfür KS’ in KS ein und betrachten Sie einen beliebigen Punkt r. Zeichnen Sie
φ(t) ein.

(b) Zeigen Sie, dass die Rotation die Länge der Vektoren nicht äendert, das heisst R(t)T R(t) = 1,
wobei 1 die 3×3 Einheitsmatrix andeutet.

(c) Für den Geschwindigkeitsvektor eines bewegten Raumpunkts bezüglich KS’ gilt:

d

dt
r′(t) = R(t)

d

dt
r(t) +

(

d

dt
R(t)

)

r(t). (4)

Zeigen Sie, dass sich der zweite, zusätzliche Term schreiben lässt als
(

d

dt
R(t)

)

r(t) =
dφ

dt
ez × r′(t) (5)



Beachte das ’ auf der rechten Seite! Berechnen Sie dazu die Zeitableitung der Matrix, d.h. die
Ableitungen der Matrixelemente.

Aufgabe 48 : Linke- und Rechte Eigenvektoren einer nicht-symmetrischen Matrix (7 Punkte)
Betrachten Sie eine nicht-symmetrische Matrix A:

A =

(

0 1
2 3

)

(6)

(a) Bestimmen Sie die zwei Eigenwerte λ1, λ2 und zugehörige Eigenvektoren v1, v2 von A, d.h.
die Vektoren für die gilt (i = 1, 2)

Avi = λivi (7)

Die Eigenvektoren brauchen nicht normiert werden.

(b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren v′
i der transponierte Matrix AT , d.h. die Vektoren für die

gilt (i = 1, 2)

ATv′
i = λ′

iv
′
i (8)

Die Eigenvektoren brauchen nicht normiert werden.

(c) Was fällt ihnen auf an den Eigenwerten λ′
i? Geben Sie eine Grund für dieses Phenomen. Hint:

betrachten Sie die Eigenwertgleichung det(A− λ1) = 0 und die Rechenregel detX = detXT

für beliebige Matrix X.

(d) Zeigen Sie, dass die transponierte Vektoren (v′
i)

T folgende Gleichung erfüllen

(v′
i)

T A = λi(v
′
i)

T (9)

Bemerkung: man nennt (v′
i)

T die Linke-Eigenvektoren der Matrix A.


